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Clasa a XlI-a

SOLUTII

Problema 1.

a) I)Stimca xeG <:>|X—k|2%. Fie X,y € G. Demonstram ca x*yeG.

Calculim |x*y—k|=k|x—k|-|y—k|2k~k—12=%,adicé xxyeG.

.. 1 . ) . 1 1
ii) elementul neutru este e =k +E si elemetele simetrizabile sunt k +E' k R

iii) Se demonstreazd prin inductic cd X*X*..xX=k""-(X— k)n +k, xeG, iar ecuatia noastra
%/_J

denori

Tk kP (3-k)™ = 4% & (3k—K?)
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devine: k™ -(3—k )™ +k = _ 92018

_l’_
Deci, ‘Bk _kz‘ —2rezulti k e {1, zg} dar doar k =2 convine.

b) Cum %ej.f(x)dx:[f(lx)]lzf(x):

(x) ; f(x) 11 .
—fz—(x)zf(x):f (x)=—f(x)= fg—(x):_lz{_? fz(x)J =(—x+k)'=
2f%(x)-(-x+k)=-L1. Din f(O)zl:Zkzl:k:—%si fz(x):2 [11 j=1+12X; | este

2

orice interval care nu contine pe —% si f(x)=+v1+2x.

Problema 2
a) Fiesirul (Y,) s Yy =f(1)+f(2)+..+ f(n). Evident sirul (y, ) . este crescitor.

Fie |1 >0 astfel incat limnf (n) =1|. Daca sirul (yn) . ar fi marginit superior, atunci

n—o ne

lim 0 Yi 7 =0. Cum Iim@: lim(n+1) f (n+1) =1, conform lemei lui Stolz-
n—>ool+7+-“+7 n—oo n—oo

2 n n+1
Cesaro, ar rezulta contradictia | =0. Asadar sirul (yn )nEN* este nemarginit superior, de unde
limy, =co, adica lim(f (1)+ f (2)+...+ f (n))=co.

n—o0 n—o0
b) Vrem si ardtam ci sirul (X,)
arbitrar fixat.

- este descrescator si marginit. Pentru aceasta consideram ne N



Conform teoremei lui Lagrange, aplicata functiei F:[n,n+1] — R, exista ¢, €(n,n+1) astfel
incat F (n +1) -F (n) =f (Cn ) Atunci, deoarece functia f este descrescatoare, avem, pentru orice
neN, x,,—x,=f(n+1)—f(c,) <0, decisirul (x,) .
Teorema lui Lagrange impreuna cu faptul ca functia f este descrescatoare ne asigura ca
f(2)<F(2)-F(1)< f(1)

f(n)<F(n)—-F(n-1)< f(n-1),
De unde, prin adunarea acestor relatii, obfinem

F(n)<f@)+f(2)+..+ f(n-1)+F(1).
Atunci

FO)<f(n)+F@)=x+F(n)-F(@)]-(f@)+..+f(n-1))+F(1)=

este descrescator (1).

=%, +F(n)—(f(1)+..+ f(n-1))<x,+F (1),
adica 0<x,,(V)neN".
deci sirul (x,)
Din (1) si (2) rezulta ca sirul (x,) _ . este convergent.
x, f@+f(2)+..+f(n) F(n)-F(1)
F(n) F(n) F(n)

Deoarece F'= f >0, deducem ca F este crescatoare, de unde rezultd ci exista lim F(n).

n—oo

- este marginit inferior (2).

Avem ca

pentru (V)neN'.

Dar limF (n) =0, deoarece n caz contrar, am gasi ca limx, =oo.

N—o0 nN—o0

Deci lim (n) =0. Atunci, conform relatiei de mai sus, avem
o 1) Qﬁw+ﬂﬂﬂmFm%F®:1
S0 R

Problema 3

Pentru orice me N notim U_ = {z eC|z" :1}. Se stie ca U este unicul subgrup cu m
elemente al grupului (C”,-).

a) Fie X,yeGp = UUpn . Rezultad deci ca exista n,r e N astfel incat XeUpn si yeUpr

neN
Dacd m=max(n,r) atunci x,y €U ,, de unde deducem ca xy ™ €U . Rezulta ca xy" eG,, deci

G, este subgrup.
b) Fie H =G, pentru un numar p prim. Dacad X este un subgrup al lui H, X = H , atunci

pentru orice neN existd u(n)eN unde X nU_, :Upu(n). Se observa ¢ u(n)<n. Dacd multimea

A:{u(n)|neN} ar fi nemarginita, atunci pentru orice neN ar exista un meN astfel incat

nSU(m) siatuncil , cU ., =X U , < X siarrezultaca H :UU . < X, ceea ce este absurd.
p pHm P ~oe

Prin urmare A este o mulfime marginita si fie m= max(A). Avem relatiile

X =Xm(gupnj=g(x mupn)=gUpum =



Am ardtat ca pentru orice p prim, orice subgrup al lui G, diferit de G, este de forma Upn si prin

urmare este finit.
Reciproc, presupunem ca H este subgrup infinit al grupului (C*,-) pentru care orice subgrup al lui H,

diferit de H, este finit. Daca prin absurd, nu exista p prim astfel incat H =G, atunci pentru orice p prim
exista n(p)eN astfel incat H NG, =U ;- Daca n(p)>1 pentru o infinitate de numere prime p, fie

acestea p,, p,,... si fie z,,7,,...radacini primitive ale unitaii de ordine pg( o) py ()
Rezulta deci ca X ={zl“1,...,ziui [i>1u,..u, eZ} este un subgrup infinit al subgrupului H, deoarece

elementele z,,2,7,,2,7,z,,... sunt oricare doud distincte (in caz contrar, ar exista 1< j astfel Tncat

z..z;=1 si atunci pentru v= p"?) . p"") am avea z' =1 si deoarece (p,,v)=1 ar rezulta z, =1,

contradictie). |
Pe de alta parte, z, ¢ X ( dacd prin absurd, z, = z"...z", atunci pentru w=p/™...p"™ avem z" =1,
contradictie, deoarece ( p, W) =1). Obtinem cd X este un subgrup infinit al lui Hsi X # H , contradictie.
Prin urmare doar un numar finit de n( p) sunt diferite de 1, fie acesta n(p,)..n(p,).

Vom ardta ca H ={le’1...ztut |0<u; <n(p,)-u eZ1<i St} si de aici va rezulta ca este finit. Adica o
contradictie. Incluziunea "> "este evidenti. Fie acum g e H,g#=1. Daci nu existi ne N astfel incat
g" =1, atunci X ={gi [i eZ} este un subgrup infinital lui Hsi X = H (deoarece g ¢ X ) ceea ce este 0
contradictie. Rezulta ca existd un astfel de n si presupunem cd am ales cel mai mic astfel de numar ( g
este radicind primitivd de ordin n a unititii). Pentru orice numir prim psi ueN" cu p" divide n, avem
1% g"" eH . Deoarece g"" este radicina primitivd a unitatii de ordin p", rezultd ca p este unul din

numerele p,, p,,...p, si U<n(p). Rezultd ca g este o radacind primitiva a unitaii de ordin p; (7)) pre)

pentru niste numere U, <n(p,),..,u; <n(p,). Se observi ci z,...7, este radicini de ordin p/™...p"™* si

atunci existd u € Z astfel incat g =1z, ...z,. Cu aceasta problema este rezolvata.



